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Streszczenie: :LHOH Z\WZyUQL PLHV]DQHN EHWRQRZ\FK F]ĊVWR SRVLDGD QRZRF]esne 
ZĊ]á\ EHWRQLDUVNLH R Z\VRNLHM Z\GDMQoĞFL NWyUH ]DSHZQLDMą GREUą MDNRĞü SURGXNFML
3U]HGVLĊELRUVWZD WH G\VSRQXMą WDNĪH IORWDPL QRZRF]HVQ\FK EHWRQRZR]yZ 3RPLPR WHJR
niezwykle rzDGNR]GDU]DVLĊDE\Z\WZyUQLHSRVLDGDá\SURJUDP\ZVSRPDJDMąFHSRGHMPo-
wanie decyzji przy planowaniu tras przejazdowych betonowozów oraz harmonogramowaniu
SURGXNFMLPLHV]DQNL1DMF]ĊĞFLHMGHF\]MH WHSRGHMPXMąG\VSR]\WRU]\SROHJDMąFMHG\QLHQD
VZRLP GRĞZLDGFzeniu. W artykule scharakteryzowano problem zintegrowanego harmono-
gramowania produkcji mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów oraz opracowa-
QR PRGHO PDWHPDW\F]Q\ PDMąF\ QD FHOX RSW\PDOL]DFMĊ SURFHVX WUDQVSRUWX PLHV]DQNL
betonowej. Implementacja komputeroZD PRGHOX L MHJR ZGURĪHQLH PRĪH SURZDG]Lü GR
REVáXJLZLĊNV]HMOLF]E\]OHFHĔ]ZLĊNV]HQLDVWRSQLDZ\NRU]\VWDQLDSRVLDGaQHJRSRWHQFMDáX
SURGXNF\MQHJRRUD]VWRSQLD]DGRZROHQLD]DPDZLDMąF\FKD w NRQVHNZHQFMLGRRVLąJQLĊFLD
przewagi konkurencyjnej na trudnym rynku produkcji mieszanek betonowych. 
6áRZD NOXF]RZH dystrybucja mieszanki betonowej, marszrutyzacja, modelowanie 
matematyczne, programowanie liniowe
1. Wprowadzenie
%HWRQ WRZDURZ\ MHVW SRGVWDZRZ\P PDWHULDáHP Z\NRU]\VW\ZDQ\P GR Z]QRV]HQLD
konstrukcji budowlanych. Jest stosowany we wszystkich elementach konstrukcyjnych 
obiektu budowlaQHJRRG IXQGDPHQWyZDĪSRSU]\NU\FLDGDFKRZH:VSyáF]HĞQLH-70% 
wznoszonych obiektów budowlanych to konstrukcje betonowe [1] D ZHGáXJ V]DFXQNyZ
Stowarzyszenia ProducentyZ %HWRQX 7RZDURZHJR SURGXNFMD WHJR PDWHULDáX Z 3ROVFH
w URNX  Z\QLRVáD  POQ P3 [2] FR ĞZLDGF]\ R ]QDF]HQLX L SRSXODUQRĞFL WHJR
PDWHULDáX
=HZ]JOĊGXQD URVQąFHZ\PDJDQLDRGQRĞQLH MDNRĞFLRUD]GąĪHQLHGRX]\VNDQLDVSe-
FMDOQ\FK ZáDĞFLZRĞFL EHWRQX PLHV]DQNL EHWRQRZH Vą Z\WZDU]DQH Z wyspecjalizowanych 
]DNáDGDFKZZDUXQNDFKRFKDUDNWHU]HSU]HP\VáRZ\P0LHV]DQNDEHWRQRZDMHVWGRVWDUF]a-
na z betonowni na budowy specjalnie przystoVRZDQ\PL GR WHJR ĞURGNDPL WUDQVSRUWX
dalekiego – mieszalnikami na podwoziacKVDPRFKRGRZ\FKQD]\ZDQ\FK WDNĪHEHWRQRZo-
]DPL 3RPLPR ZLHOX ]DOHW WDNLHJR UR]ZLą]DQLD LVWQLHMH SUREOHP G\VWU\EXFML PLHV]DQNL
Z\QLNDMąF\ ] RJUDQLF]RQHJR F]DVX WUDQVSRUWX &]DV WHQ Z ]DOHĪQRĞFL RG VNáDGX XĪ\W\FK
domieszek wynosi od kilkudzieVLĊFLX PLQXW Go paru godzin. Dodatkowo jest wymagana 
FLąJáRĞüSURFHVXEHWRQRZania elementów konstrukcji, aby w GRMU]Dá\PEHWRQLHQLHSRMDZLá\
VLĊ QLHNRQWURORZDQH SU]HUZ\ URERF]H REQLĪDMąFH MDNRĞü L Z\WU]\PDáRĞü HOHPHQWyZ
betonoZ\FK:\PDJDQLD WH QLRVą ]D VREą NRQLHF]QRĞü VSUDZQHJR SODQRZDQLD SURGXNFML
PLHV]DQNLEHWRQRZHMRUD]]ZLą]DQHM]QLąREVáXJLSODFXEXGRZ\
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2EHFQLH ZLĊNV]RĞü Z\WZyUQL PLHV]DQHN EHWRQRZ\FK SRVLDGD QRZRF]HVQ\ Z SHáQL
]DXWRPDW\]RZDQ\VSU]ĊWGRSURGXNFMLWHJRPDWHULDáXXPRĪOLZLDMąF\Z\WZDU]DQLHZ\VRNiej 
MDNRĞFLPLHV]DQNLZEDUG]RNUyWNLPF]DVLH1LHVWHW\]DU]ąG]DQLHREVáXJą]OHFHĔXVWDODQLH
WHUPLQyZZ\MD]GyZEHWRQRZR]yZLNROHMQRĞFLUHDOL]DFML]DPyZLHĔMHVWRSDUWHMHG\QLHQD
GRĞZLDGF]HQLX SHUVRQHOX [3] 3U]HGVLĊELRUVWZD Z\WZDU]DMąFH PLHV]DQNĊ EHWRQRZą PDMą
podobne koszty funkcjonowaQLD RUD] ]DNXSXPDWHULDáyZ – HIHNW\ZQRĞü G\VWU\EXFML VWDMH
VLĊF]\QQLNLHPNWyU\PRĪHGHF\GRZDüRSU]HZDG]HNRQNXUHQF\MQHMQDU\QNX[4]. Wysokie 
NRV]W\ WUDQVSRUWXZVWRVXQNXGRZDUWRĞFLSU]HZRĪRQHJRPDWHULDáXSRZRGXMąNRQLHF]QRĞü
]ZLĊNV]HQLD UROL HIHNW\ZQHJR ]DU]ąG]DQLD ]LQWHJUowanym systemem produkcji mieszanki 
betonowej i planowania terminów oraz tras betonowozów (marszrutyzacji) [4].
2. Charakterystyka procesu transportu mieszanki betonowej
&]DV MDNLXSá\ZDRGPRPHQWXSU]\gotowania mieszanki do chwili jej wbudowania, 
SRZLQLHQE\üNUyWV]\RGF]DVXZLą]DQLDEHWRQXZGDQ\FKZDUXQNDFK [5]. Ograniczenie to 
ZSá\ZDQDSODQRZDQLHWUDVSU]HZR]RZ\FKLZ\PXV]DNRQLHF]QRĞüXVWDOHQLDKDUPRQogramu 
produkcji mieszanki betonowej, tak aby w FKZLOL ]DNRĔF]HQLD PLHV]DQLD VNáDGQików, 
NROHMQ\EHWRQRZy]E\áJRWRZ\GR]DáDGXQNX:\WZyUFDSRZLQLHQ WDNĪH VWDUDü VLĊXQLNDü
V\WXDFML XVWDZLHQLD VLĊZ NROHMFH ]E\WZLHOX VDPRFKRGyZRF]HNXMąF\FKQD ]DáDGXQHN FR
LVWRWQLH ]PQLHMV]\áRE\ VWRSLHĔ Z\NRU]\VWDQLD ĞURGNyZ WUDQVSRUWowych. Krótki czas 
SU]\GDWQRĞFL GR XĪ\FLD PLHV]DQNL EHWRQRZHM SRZRGXMH WDNĪH RJUDQLF]enie potencjalnych 
RGELRUFyZ GR W\FK NWyU]\ Vą RGGDOHQL RGZ\WZyUQLPLHV]DQNL EHWRQRZHM R maksymalnie 
SyáWRUHM JRG]LQ\ MD]G\ VDPRFKRGHP 7DND EDULHUD LQWHQV\ILNXMH NRQNXURZDQLH SRPLĊG]\
wytwórniami o RJUDQLF]RQąOLF]EĊ]OHFHĔ[6].
0LHV]DQND EHWRQRZD MHVWZ\WZDU]DQDZHGáXJXVWDORQ\FK UHFHSWXU XZ]JOĊGQLDMąF\FK
V]F]HJyáRZHZ\PDJDQLDSRVWDZLRQHSU]H]]DPDZLDMąFHJR6NXWNXMHWRW\PĪH]DáDGRZany 
betonowóz mXVL E\ü NLHURZDQ\ QD NRQNUHWQą EXGRZĊ '\VSR]\WRU QLH PD PRĪOLZRĞFL
]PLDQ\PLHMVFDSU]H]QDF]HQLDPDWHULDáXVNLHURZDQLDEHWRQRZR]XQDLQQąEXGRZĊ
3ODFH EXGyZ SRáRĪRQH Z FHQWUDFKPLDVW F]ĊVWR QLH SRVLDGDMąPRĪOLZRĞFL SU]\MĊFLD
ZLĊFHM QLĪ MHGQHJR EHWRQRZR]X ]H Z]JOĊGX QD RJUDQLF]HQLD ZLHONRĞFL SODFX EXGRZ\
i OLF]E\ PDV]\Q WUDQVSRUWX ZHZQĊWU]QHJR : W\P Z\SDGNX ]H Z]JOĊGX QD ]DSHZQLHQLH
FLąJáRĞFLUREyWEHWRQowych, jest konieczne staranne planowanie pracy wytwórni mieszanki 
betonowej i marszrut betonowozów. 6]\ENRĞü XNáDGDQLD L ]DJĊV]F]DQLD SRZLQQD E\ü WDN
dostosowaQDDE\XQLNQąüSU]HUZZEHWRQRZDQLX>@
:SUDNW\FHSURZDG]HQLDEHWRQRZQLPRĪQDZ\UyĪQLüGZDURG]DMH]DPyZLHĔQDPLe-
V]DQNĊEHWRQRZą[6]3LHUZV]\P]QLFKVą]DPyZLHQLDNWyUHVąSU]\MPowane co najmniej 
G]LHĔ ZF]HĞQLHM RG WHUPLQX UHDOL]DFML 'UXJą NDWHJRULą ]DPyZLHĔ VWDQRZLą ]OHFHQLD
SU]\MPRZDQH Z GQLX UHDOL]DFML :\VWĊSRZDQLH W\FK ]DPyZLHĔ NRPSOLNuMH ]DU]ąG]DQLH
SURGXNFMą Z\WZyUQL PLHV]DQHN EHWRQoZ\FK '\VSR]\WRU Z NUyWNLP F]DVLH PXVL WDNĪH
SRGMąü GHF\]MĊ R PRĪOLZRĞFL UHDOL]DFML WDNLHJR ]DPyZLHQLD L ]PLDQLH XVWDORQHJR G]LHĔ
ZF]HĞQLHMKDUPRQogram produkcji i transportu. 
=DSRWU]HERZDQLH QDPLHV]DQNĊ EHWRQRZą QLH MHVW UyZQRPLHUQHZ SU]HFLąJX FDáHJR
dnia. W pracy [6] ZVND]DQRĪHJoG]LQ\V]F]\WXZ\VWĊSXMąRGGRRUD]RG
do 17:00. W pracach [7], [8] SRGDQRĪH]ZLĊNV]RQH]DSRWU]HERZDQLHZ\VWĊSXMHRGGR
9:00 oraz od 13:00 do 15:00. W godzinach szczytu szczególnie istotne jest dobre 
rozplanowanie produkcji mieszanki betonowej w celu zaspokojenia potrzeb odbiorców 
i SU]\MĊFLDMDNQDMZLĊkV]HMOLF]E\]OHFHĔ
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3. Modele optymalizacji procesu transportu mieszanki betonowej
Rozpatrywane zagadnienie optymalizacji procesu transportu mieszanki betonowej 
E\áR ZLHORNURWQLH SU]HGPLRWHP EDGDĔ >-5], [6-8], [10-14]. System zintegrowanego 
harmonogramowania produkcji mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów musi 
XZ]JOĊdQLDü RJUDQLF]HQLD WHFKQRORJLF]QH Z\QLNDMąFH ] FHFK PLHV]DQNL EHWRQRZHM
i ZáDĞFLZRĞFLPáRGHJREHWRQX3RGQRVL WR WUXGQRĞüEXGRZ\LDnalizy modeli matematycz-
Q\FK PDMąF\FK QD FHOX RSW\PDOL]DFMĊ SURFHVX WUDQVSRUWX Z G\VWU\EXFML PLHV]DQNL
betonowej.
2UáRZVNL >@SU]HGVWDZLáPHWRG\NĊGRERUX]HVWDZXPDV]\QGR WUDQVSRUWXPLeszanki 
EHWRQRZHM=DSURSRQRZDáDOJRU\WPUR]ZLą]DQLDSRZ\ĪV]HJR]DJDGQLHQLDNWyU\XPRĪOLZLD
XVWDOHQLH RSW\PDOQHM NROHMQRĞFL ]DáDGXQNX EHWRQRZR]yZ L PLQLPDOL]XMH NRV]W WUDQVSRUWX
mieszanki betonowej.
Matsatsinis >@RSUDFRZDáV\VWHPZVSRPDJDQLDGHF\]MLZ]DU]ąG]DQLXGZRPDURG]a-
MDPL ĞURGNyZ WUDQVSRUWX SRPS VDPRFKRGRZ\FK L EHWRQRZR]yZ0RGHO ]RVWDá VIRUPXáo-
wany jako wielomagazynowy problem dostaw z oknami czasowymi (ang. multi-depot multi-
vehicle routing problem with time windows). Funkcja celu minimalizuje koszty funkcjono-
wania systemu, przy jednoczeVQ\PZ]URĞFLHSR]LRPXREVáXJLNOLHQWyZ
Feng i in. [6] przedstawili model oparty na algorytmie genetycznym oraz metodzie 
V\PXODFML VáXĪąF\ ]PLQLPDOL]RZDQLX FDáNRZLWHJR F]DVX SU]HE\ZDQLD EHWRQRZR]yZ
w NROHMFH : RSDUFLX R WHQ DOJRU\WP ]EXGRZDQR WDNĪH SURJUDP ] SU]\MD]Q\P GOD
XĪ\WNRZQLND LQWHUIHMVHP NWyU\ XVSUDZQLá SURFHV PDUV]UXW\]DFML EHWRQLDUHN VDPRFKRGo-
Z\FK $XWRU]\ SU]HGVWDZLOL UyZQLHĪ EDUG]R V]F]HJyáRZR F]\QQLNL ZSá\ZDMąFH QD
harmonogramowanie przejazdów betonowozów.
$OJRU\WP PHWDKHXU\VW\F]Q\ VáXĪąF\ UR]ZLą]DQLX V]F]HJyáRZHJR modelu dostaw mie-
V]DQNLEHWRQRZHM]RVWDáWDNĪH]DSURSRQRZDQ\przez Naso i in. [8]. Model minimalizuje koszt 
SURFHVXG\VWU\EXFMLPLHV]DQNLEHWRQRZHMQDNWyU\VNáDGDMąVLĊ NRV]W\ WUDQVSRUWX]DáDGXQNX
i UR]áDGXQNX RUD] NRV]W\ GRGDWNRZH SRQRV]RQH QD Z\QDMHP samochodów, nadgodziny dla
SUDFRZQLNyZ LWS 0RGHO ]RVWDá ]DSURJUDPRZDQ\ Z ĞURGRZLVNX0DWODE L MHJR VNXWHF]QRĞü
Z\ND]DQRQDSU]\NáDG]LHMHGQHM]KROHQGHrskich wytwórni mieszanek betonowych.
Asbach i in. [13] zaproponowali model dostaw mieszanki betonowej oparty na mie-
V]DQ\P SURJUDPRZDQLX OLQLRZ\P )XQNFMD FHOX PLQLPDOL]XMH VXPĊ NRV]WyZ WUDQVSRUWo-
Z\FKRUD]NDUGOD]DPDZLDMąF\FK]DQLHZ\ZLą]DQLHVLĊ]GRVWDZ=HZ]JOĊGXQD]áRĪRQRĞü
obliczeQLRZą PRGHO QLH PRĪH E\ü UR]ZLą]\ZDQ\ SU]H] ZLĊNV]RĞü NRPHUF\MQ\FK
prRJUDPyZ SU]H]QDF]RQ\FK GR UR]ZLą]\ZDQLD PRGHOL PLHV]DQHJR SURJUDPRZDQLD
OLQLRZHJR W]Z VROYHUyZ6WąGDXWRU]\]DSURSRQRZDOLZáDVQ\DOJRU\WPPHWDKHXUystyczny 
i GRNRQDOLRFHQ\MHJRVNXWHF]QRĞFL
Park i in. [12] VWZRU]\OLPRGHOREHMPXMąF\VZ\P]DNUHVHPQLHWylko proces produkcji 
i GRVWDZ QD EXGRZĊ PLHV]DQNL EHWRQRZHM OHF] WDNĪH ]aopatrzenie wytwórni w cement 
i NUXV]\ZD 0RGHO WHQ ]RVWDá UR]ZLą]DQ\ ]D SRPRFą ]DDGDSWRZDQHJR GR WHJR FHOX
dynaPLF]QHJR V\VWHPX V\PXODFML FLąJáHM $XWRU]\ RSUDFRZDOL SURJUDP NRPSXWHrowy 
wspomaJDMąF\]DU]ąG]DQLHSUDFąZ\WZyUQLPLHV]DQNLEHWRQRZHML QDVWĊSQLH]DVWRVRZDOLJR
do optymalizacji pracy w jednej z singapurskich betonowni.
Yan i in. [3] przedstawili ]LQWHJURZDQ\PRGHO áąF]ąF\ZMHGQHMVWUXNWXU]HKDUPRQo-
gramowanie produkcji mieszanki betonowej z planowaniem tras przewozowych betoniarek 
samochodowych. Model bazuje na diagramie przestrzenno-czasowym, w którym wprowa-
G]RQR SLĊü URG]DMyZ áXNyZ RGZ]RURZXMąF\FK SUDFĊ EHWRQRZQL L EHWRQRZR]yZ SU]HVWyM
samochodów, które w danym dniu nie EĊGąZ\NRU]\VWDQH ]SRZRGXPDáHM OLF]E\ ]OHFHĔ
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Z\NRU]\VWDQLH ĞURGND WUDQVSRUWRZHJR ]DáDGXQHN EąGĨ RF]HNLZDQLH QD QLHJR SU]H]
betonowóz w Z\WZyUQL SU]HMD]G VDPRFKRGXQDEXGRZĊ UR]áDGXQHNEHWRQLDUNL VDPRFKo-
GRZHM RUD] SRZUyW GR ]DNáDGX SURGXNF\MQHJR ]DNRĔF]HQLH SUDF\ SU]H] EHWRQRZy]
i SRZUyW GR ED]\ 1DVWĊSQLH PRGHO WHQ ]RVWDá XGRVNRQDORQ\ R GRGDWNRZH RJUDQLF]HQLD
UHDOL]DF\MQH NRV]W\ Z\QLNDMąFH ] QDGJRG]LQ SUDFRZQLNyZ [14] oraz nieprzewidzianych 
wypadków na drodze [10]. 
Yan i in. >@XZ]JOĊGQLOLORVRZe czasy transportu mieszanki betonowej. Model mar-
szrutyzacji zoVWDáVIRUPXáRZDQ\ MDNRSUREOHPSU]HSá\ZXZVLHFLDFKXRJyOQLRQ\FKo zero-
MHG\QNRZHM SU]HSXVWRZRĞFL z ograniczeniami pomocniczymi (ang. mixed integer network 
flow problem with side constraints). 3U]\GDWQRĞüPRGHOXRUD]]DSURSRQRZDQHJRDOJRU\WPX
MHJRUR]ZLą]DQLDE\áDZHU\ILNRZDQDPHWRGDPLV\PXODFMLNRPSXWHURZHM
1DMF]ĊĞFLHMSU]\MPRZDQ\PLFHODPLRSW\PDOL]DFMLSUDF\Z\WZyUQLPLHV]DQNLEHWRQo-
ZHME\á\PLQLPDOL]DFMDF]DVXSUDF\]DNáDGX LEXGyZ]ZLĊNV]enie stopnia wykorzystania 
EHWRQRZR]yZ RUD] ZĊ]áD EHWRQLDUVNLHJR OXE NRV]WyZ IXQNFMRQRZDQLD EHWRQLDUQL 0LPR
GXĪHM OLF]E\ SUDF GRW\F]ących problemu optymalizacji pracy wytwórni mieszanek 
EHWRQRZ\FK QLH XGDáR VLĊ RSUDFRZDü PRGHOX ]LQWHJURZDQHJR KDUPRQRJUDPowania 
SURGXNFMLPLHV]DQNLEHWRQRZHMLPDUV]UXW\]DFMLEHWRQRZR]yZXZ]JOĊGQLDMącego wszystkie 
RJUDQLF]HQLDUHDOL]DF\MQH2PRĪOLZRĞFLVWRVRZDQLDPRGHOXGHF\GXMHWDNĪHMHJR]áRĪRQRĞü
obliczenioZD&HOHPDXWRUyZE\áRRSUDFRZDQLHPRGHOXNWyU\PRĪHE\üUR]ZLą]ywany za 
SRPRFąRJyOQLHGRVWĊSQ\FKSURJUDPyZNRPSXWHURZ\FKW]ZVROYHUyZ
4. Model matematyczny pracy betonowni i marszrutyzacji 
betonowozów
Budowy k (k=1, 2, …, mPXV]ą]áRĪ\ü]DPyZLHQLHZGQLXSoSU]HG]DMąF\PGRVWDZĊ
RNUHĞODMąFZLHONRĞü]DPyZLHQLDzk Z\UDĪRQą OLF]EąGRVWDZPLHV]DQNLEHWRQRZHM EHWRQo-
wozów) oraz planowany termin sk JRG]LQĊ UR]SRF]ĊFLD UREyW EHWRQLDUVNLFK =DGDQLHP
dyspozyWRUD MHVW ]DSODQRZDQLH GRVWDZ UR]G\VSRQRZDQLH GRVWĊSQ\FK b betonowozów) 
w WDNL VSRVyE DE\ Z MDN QDMZ\ĪV]\P VWRSQLX VSHáQLü RF]HNLZDQLD ]DPDZLDMąF\FK
i MHGQRF]HĞQLH ]DSHZQLü MDN QDMNUyWV]\ F]DV SUDF\ EHWRQRZQL L EXGyZ RUD] ]DSHZQLü
FLąJáRĞüUREyWEHWRQRZ\FKQDSRV]F]HJyOQ\FKEXGRZDFK
=PLDQ\ZVWDQLHV\VWHPXVąUHMHVWURZDQHZ terminach ( )1, ,iT i n= K 'áXJRĞükroku 
czasowego ( )1i iT T T+D = - MHVW QDMZ\JRGQLHM SU]\Mąü UyZQą F]DVowi trwania najkrótszej 
RSHUDFML QS F]DVRZL ]DáDGXQNX ĞURGND WUDQVSRUWRZHJR Z EHWRQRZQL D QDVWĊSQLH RNUHV
WUZDQLDLQQ\FKRSHUDFMLZ\UD]LüMDNRZLHORNURWQRĞüGáXJRĞFLWHJRNURku. Zmienna binarna
ikx SU]\MPXMH ZDUWRĞü  MHĪHOL Z terminie iT MHVW SODQRZDQ\ SRF]ąWHN ]DáDGXQNX
EHWRQRZR]X NLHURZDQHJR QD EXGRZĊ k. Cykl pracy kp EHWRQRZR]X GRVWDUF]DMąFHJR
mieszanNĊQDEXGRZĊk VNáDGDVLĊ]]DáDGXQNXRF]DVLHWUZDQLDUyZQ\POLF]ELH l kroków 
F]DVRZ\FKWUDQVSRUWXQDEXGRZĊ kt NURNyZUR]áDGXQNX kd LSRZURWXSXVWHJRĞURGND
transportowanego ( ku ):
k k k kp l t d u= + + + (1)
7HUPLQ\ UR]SRF]ĊFLD ]DáDGXQNX NROHMQ\FK EHWRQRZR]yZGRVWDUF]DMąF\FKPLeV]DQNĊ
QD EXGRZĊ k WZRU]ą FLąJ ]GDU]HĔ 1, 2, ,, , , ,kk k z kT T TK (k=1, 2, …, m). Aby wyeliminoZDü
kolejki betonowozów nDEXGRZLHUR]SRF]ĊFLH]DáDGXQNXNROHMQHJREHWRQRZR]XQLHPRĪH
UR]SRF]ąü VLĊZF]HĞQLHM QLĪZ\QRVLá WHUPLQ UR]SRF]ĊFLD]DáDGXQNXSRSU]HGQLHJRSRZLĊk-
V]RQ\RRNUHV UR]áDGXQNXQD WHMEXGRZLH2]QDF]D WR ĪHSRPLĊG]\ WHUPLQDPLGRVWDZQD
NDĪGHMEXGRZLHk musi Z\VWąSLü]DOHĪQRĞü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Z\NRU]\VWDQLH ĞURGND WUDQVSRUWRZHJR ]DáDGXQHN EąGĨ RF]HNLZDQLH QD QLHJR SU]H]
betonowóz w Z\WZyUQL SU]HMD]G VDPRFKRGXQDEXGRZĊ UR]áDGXQHNEHWRQLDUNL VDPRFKo-
GRZHM RUD] SRZUyW GR ]DNáDGX SURGXNF\MQHJR ]DNRĔF]HQLH SUDF\ SU]H] EHWRQRZy]
i SRZUyW GR ED]\ 1DVWĊSQLH PRGHO WHQ ]RVWDá XGRVNRQDORQ\ R GRGDWNRZH RJUDQLF]HQLD
UHDOL]DF\MQH NRV]W\ Z\QLNDMąFH ] QDGJRG]LQ SUDFRZQLNyZ [14] oraz nieprzewidzianych 
wypadków na drodze [10]. 
Yan i in. >@XZ]JOĊGQLOLORVRZe czasy transportu mieszanki betonowej. Model mar-
szrutyzacji zoVWDáVIRUPXáRZDQ\ MDNRSUREOHPSU]HSá\ZXZVLHFLDFKXRJyOQLRQ\FKo zero-
MHG\QNRZHM SU]HSXVWRZRĞFL z ograniczeniami pomocniczymi (ang. mixed integer network 
flow problem with side constraints). 3U]\GDWQRĞüPRGHOXRUD]]DSURSRQRZDQHJRDOJRU\WPX
MHJRUR]ZLą]DQLDE\áDZHU\ILNRZDQDPHWRGDPLV\PXODFMLNRPSXWHURZHM
1DMF]ĊĞFLHMSU]\MPRZDQ\PLFHODPLRSW\PDOL]DFMLSUDF\Z\WZyUQLPLHV]DQNLEHWRQo-
ZHME\á\PLQLPDOL]DFMDF]DVXSUDF\]DNáDGX LEXGyZ]ZLĊNV]enie stopnia wykorzystania 
EHWRQRZR]yZ RUD] ZĊ]áD EHWRQLDUVNLHJR OXE NRV]WyZ IXQNFMRQRZDQLD EHWRQLDUQL 0LPR
GXĪHM OLF]E\ SUDF GRW\F]ących problemu optymalizacji pracy wytwórni mieszanek 
EHWRQRZ\FK QLH XGDáR VLĊ RSUDFRZDü PRGHOX ]LQWHJURZDQHJR KDUPRQRJUDPowania 
SURGXNFMLPLHV]DQNLEHWRQRZHMLPDUV]UXW\]DFMLEHWRQRZR]yZXZ]JOĊGQLDMącego wszystkie 
RJUDQLF]HQLDUHDOL]DF\MQH2PRĪOLZRĞFLVWRVRZDQLDPRGHOXGHF\GXMHWDNĪHMHJR]áRĪRQRĞü
obliczenioZD&HOHPDXWRUyZE\áRRSUDFRZDQLHPRGHOXNWyU\PRĪHE\üUR]ZLą]ywany za 
SRPRFąRJyOQLHGRVWĊSQ\FKSURJUDPyZNRPSXWHURZ\FKW]ZVROYHUyZ
4. Model matematyczny pracy betonowni i marszrutyzacji 
betonowozów
Budowy k (k=1, 2, …, mPXV]ą]áRĪ\ü]DPyZLHQLHZGQLXSoSU]HG]DMąF\PGRVWDZĊ
RNUHĞODMąFZLHONRĞü]DPyZLHQLDzk Z\UDĪRQą OLF]EąGRVWDZPLHV]DQNLEHWRQRZHM EHWRQo-
wozów) oraz planowany termin sk JRG]LQĊ UR]SRF]ĊFLD UREyW EHWRQLDUVNLFK =DGDQLHP
dyspozyWRUD MHVW ]DSODQRZDQLH GRVWDZ UR]G\VSRQRZDQLH GRVWĊSQ\FK b betonowozów) 
w WDNL VSRVyE DE\ Z MDN QDMZ\ĪV]\P VWRSQLX VSHáQLü RF]HNLZDQLD ]DPDZLDMąF\FK
i MHGQRF]HĞQLH ]DSHZQLü MDN QDMNUyWV]\ F]DV SUDF\ EHWRQRZQL L EXGyZ RUD] ]DSHZQLü
FLąJáRĞüUREyWEHWRQRZ\FKQDSRV]F]HJyOQ\FKEXGRZDFK
=PLDQ\ZVWDQLHV\VWHPXVąUHMHVWURZDQHZ terminach ( )1, ,iT i n= K 'áXJRĞükroku 
czasowego ( )1i iT T T+D = - MHVW QDMZ\JRGQLHM SU]\Mąü UyZQą F]DVowi trwania najkrótszej 
RSHUDFML QS F]DVRZL ]DáDGXQNX ĞURGND WUDQVSRUWRZHJR Z EHWRQRZQL D QDVWĊSQLH RNUHV
WUZDQLDLQQ\FKRSHUDFMLZ\UD]LüMDNRZLHORNURWQRĞüGáXJRĞFLWHJRNURku. Zmienna binarna
ikx SU]\MPXMH ZDUWRĞü  MHĪHOL Z terminie iT MHVW SODQRZDQ\ SRF]ąWHN ]DáDGXQNX
EHWRQRZR]X NLHURZDQHJR QD EXGRZĊ k. Cykl pracy kp EHWRQRZR]X GRVWDUF]DMąFHJR
mieszanNĊQDEXGRZĊk VNáDGDVLĊ]]DáDGXQNXRF]DVLHWUZDQLDUyZQ\POLF]ELH l kroków 
F]DVRZ\FKWUDQVSRUWXQDEXGRZĊ kt NURNyZUR]áDGXQNX kd LSRZURWXSXVWHJRĞURGND
transportowanego ( ku ):
k k k kp l t d u= + + + (1)
7HUPLQ\ UR]SRF]ĊFLD ]DáDGXQNX NROHMQ\FK EHWRQRZR]yZGRVWDUF]DMąF\FKPLeV]DQNĊ
QD EXGRZĊ k WZRU]ą FLąJ ]GDU]HĔ 1, 2, ,, , , ,kk k z kT T TK (k=1, 2, …, m). Aby wyeliminoZDü
kolejki betonowozów nDEXGRZLHUR]SRF]ĊFLH]DáDGXQNXNROHMQHJREHWRQRZR]XQLHPRĪH
UR]SRF]ąü VLĊZF]HĞQLHM QLĪZ\QRVLá WHUPLQ UR]SRF]ĊFLD]DáDGXQNXSRSU]HGQLHJRSRZLĊk-
V]RQ\RRNUHV UR]áDGXQNXQD WHMEXGRZLH2]QDF]D WR ĪHSRPLĊG]\ WHUPLQDPLGRVWDZQD
NDĪGHMEXGRZLHk musi Z\VWąSLü]DOHĪQRĞü
, 1, 0 ( 2, 3, , , 1, 2, , )r k r k k kT T d r z k m-- - ³ = =K K . (2)
-HGQRF]HĞQLHZFHOXZ\HOLPLQRZDQLDQLHSRĪąGDQ\FKSU]HUZURERF]\FKF]DVXSá\Za-
MąF\ RG ]DNRĔF]HQLD Z\áDGXQNX SRSU]HGQLHJR EHWRQRZR]X GR UR]SRF]ĊFLD Z\áDGXQNX
QDVWĊSQHJR QLHPRĪH SU]HNURF]\ü F]DVXZLą]DQia mieszanki betonowej t (w tym okresie 
PXVL VLĊ SRMDZLü QD EXGRZLH SU]\QDMPQLHM MHGHQ ĞURGHN WUDQVSRUWRZ\ W]Q PXVL E\ü
VSHáQLRQ\GRGDWNowo warunek:
1, ( 2, 3, , 1, 1, 2, , )rk r k k kT T d t r z k m-- - £ = - =K K . (3)
)RUPXáDQLHGRW\F]\RVWDWQLHMGRVWDZ\zk NLHURZDQHMQDEXGRZĊk.
ZaOHĪQRĞFLLSR]ZDODMąQD]GHILQLRZDQLH]ELRUXGRSXV]F]DOQ\FKGRVWDZDQik na 
budowy w terminie Ti ]HZ]JOĊGXQDHOLPLQDFMĊNROHMHNQDEXGRZDFK2]QDF]DWRĪHMHĪHOL
dla budowy k UR]SRF]ĊWR]DáDGXQHNZWHUPLQLHTi to w momentach 1 2 1, , , ki i i dT T T+ + + -K nie PRĪQD GRNRQ\ZDü ]DáDGXQNX EHWRQRZR]yZ QD WĊ EXGRZĊ 1DWRPLDVW Z RNUHVDFK
1, , ,i i i tT T T+ +K PXVL]RVWDüUR]SRF]ĊW\SU]\QDMPQLHMMHGHQF\NOWUDQVSRrWRZ\QDEXGRZĊk
]H Z]JOĊGX QD ]DSHZQLHQLH FLąJáRĞFL EHWRQRZDQLD MHĞOL MHV]F]H QLH ]RVWDáR ]DVSRNRMRQH
]DSRWU]HERZDQLH GDQHM EXGRZ\ 7H FLąJL SR]ZDODMą QD ]GHILQLRZDQLH ]ELRUX DCik
GRSXV]F]DOQ\FKWHUPLQyZ]DáDGXQNXEHWRQRZR]yZ]HZ]JOĊGXQDFLąJáRĞüEHWRQRZania.
'RGDWNRZRGODNDĪGHJRPRPHQWXTi zdefiniowano zbiór wszystkich dopuszczalnych 
dostaw Di (dla wszystNLFKEXGyZ NWyUHPRJá\E\ VLĊ UR]SRF]ąüSU]HG WHUPLQHPTi L E\ü
realizowane w W\P WHUPLQLH 6ą WR F\NOH WUDQVSRUWRZH EHWRQRZR]yZ NWyUH SRWHQFMDOQLH
UR]SRF]ąüVLĊPRJá\ZWHUPLQDFK
( ) ( )1 , 2 , , ,i k i k iT p T p T- - - - K { }1, 2, ,k m" Î K . (4)
5R]SRF]ĊFLHSUDF\EHWRQRZQLPRĪQDZ\]QDF]\ü]HZ]RUX
{ }min k kks s l t= - - . (5)
Zagadnienie polega na zaprojektowaniu takiego harmonogramu dostaw mieszanki 
EHWRQRZHM DE\ ]PLQLPDOL]RZDü áąF]Q\ F]DV SUDF\ EXGyZ L EHWRQRZQL SU]\ VSHáQLHQLX
ogrDQLF]HĔWHFKQRORJLF]Q\FK=aGDQLHWRPRĪQD]DSLVDüZ postaci:
( ) ( )
1
min :
b
k k
k
Z f s f s
=
= - + -å , (6)
{ }
1
, 1, 2, ,
n
k ik
i
z x k m
=
= " Îå K , (7)
{ }
1
1, 1, 2, ,
m
ik
k
x i n
=
£ " Îå K , (8)
{ }
( , )
, 1, 2, ,
i
ik
i k
x b i n
ÎD
£ " Îå K , (9)
{ } { }, 1, 2,..., , 1, 2, ,k ik i k kf x T l t d i n k m³ × + + + " Î " Î K , (10)
{ }, 1, 2, ,k kf f u k m³ + " Î K , (11)
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{ } { }, 1, 2,..., , 1,2,...,i iks T x i n k m£ × " Î " Î , (12)
{ } { }, 1, 2,..., , 1, 2, ,k i ik ks T x l t i n k m£ × + + " Î " Î K , (13)
{ } { }
( , )
1, 1,2,..., , 1, 2,...,
ik
ik
i k Q
x i n k m
ÎD
£ " Î " Îå , (14)
{ } { }
( ),
(1 ) , 1,2,..., , 1,2,...,
ik
ik ik ik ik
i k C
x x M x y i n k m
ÎD
- + - ³ " Î " Îå , (15)
( )
{ } { }
,
(1 ) ( ), 1,2,..., , 1 , 2,...,
ik
ik ik ik ik
i k C
y M x x x i n k me
ÎD
- - ³ - " Î " Îå , (16)
{ } { }, 1,2,..., , 1, 2,...,ik ikx y i n k m³ " Î " Î , (17)
{ }
1
1, 1, 2,...,
n
ik k
i
y z k m
=
= - " Îå , (18)
{ } { } { }0, 1 , 1,2,..., , 1, 2,...,ikx i n k mÎ Î Î , (19)
{ } { } { }0,1 , 1,2,..., , 1, 2,...,iky i n k mÎ Î Î , (20)
gdzie:
yik – pomocnicza zmienna binarna,
fk – ]DNRĔF]HQLHSUDF\EXGRZ\k,
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7DEHOD&KDUDNWHU\VW\ND]DPyZLHĔ
Budowa Czas przejazdu w 
MHGQąVWURQĊ>PLQ@
&]DVUR]áDGXQNX
[min]
Zapotrzebowa-
nie [m3]
Liczba 
dostaw
Termin 
UR]SRF]ĊFLDSUDF\
A 15 20 40 6 8:50
B 15 15 50 8 8:20
C 20 25 30 5 9:25
3U]\NáDGUR]ZLą]DQR]DSRPRFąSURJUDPX/,1*2Optimization Modelling So-
ftware [15]. Harmonogram produkcji mieszanki betonowej oraz wykres zatrudnienia 
samochodów przedstawiono na rysunkach nr 1 i nr 2.
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Rys. 1. Harmonogram produkcji mieszanki betonowej
Rys. 2. Wykres zapotrzebowania na mieszarki samochodowe
6. Podsumowanie
2VLąJQLĊFLHZáDĞFLZHM MDNRĞFL UREyW EHWRQRZ\FKZ\PDJD SRVLDGDQLD QRZRF]HVQHJR
Z\SRVDĪHQLD GR SURGXNFML WUDQVSRUWX L XNáDGDQLD PLHV]DQNL EHWRQRZHM -DNRĞü
i WHUPLQRZRĞüXVáXJRIHURZDQ\FKSU]H]SURGXFHQWDPLHV]DQNLEHWRQRZHMPRĪHSURZDG]Lü
GR ]ZLĊNV]HQLD SR]\FML NRQNXUHQF\MQHM RUD] V]DQV QD SR]\VNLZDQLH QRZ\FK ]OHFHĔ :
DUW\NXOH ]RVWDá ]DSURSRQRZDQ\ PRGHO ]LQWHJURZDQHJR KDUPRQogramowania produkcji 
mieszanki betonowej i marszrutyzacji betonowozów. Opracowany model PRĪH VWDü VLĊ
XĪ\WHF]Q\PQDU]ĊG]LHPZVSRPDJDMąF\PG\VSR]\WRUyZZSODQRZDQLX WUDVSU]HZR]RZ\FK
EHWRQRZR]yZ 6WRVRZDQLH RSUDFRZDQHJRPRGHOX SR]ZDOD SU]\Mąü ZLĊNV]ą OLF]EĊ ]OHFHĔ
RUD]]ZLĊNV]\üVWRSLHĔZ\NRU]\VWDQLDPLHV]DUHNVDPRFKRGRZ\FK
:\QLNL SUDF E\á\ ILQDQVRZDQH ] ĞURGNyZ VWDWXWRZ\FK SU]\]QDQ\FK SU]H]0LQLVWHr-
VWZR1DXNLL6]NROQLFWZD:\ĪV]HJR6
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Abstract: Concrete batching plants are typically equipped with modern automated 
high-capacity systems and provide high quality products. The plants often dispose of fleets 
of concrete transport trucks. However, the plants rarely use decision support tools to plan 
transport routes and schedule production of the mix. The decisions in this respect base on 
experience of the staff. The paper investigates into the problems of integrated production 
scheduling and vehicle routing. A concept of mathematical model for vehicle routing 
optimization was proposed. If implemented, it is expected to improve plant operations so 
that more orders can be completed and the plant potential can be utilized more efficiently to 
the customer’s satisfaction, offering the plant competitive advantage in this demanding 
business.
Keywords: Ready-mix concrete distribution, truck dispatching, vehicle routing prob-
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